Capacipap OpTiMA DE PLANTAS INDUSTRIALES
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RESUMEN

Se presenta un método matemdtico riguroso, creado por el autor, para determinar con precision la capa-
cidad o tamario-6ptimo econdmico de un planta industrial cuando apenas se estd estudiando el proyecto.
Los libros'de texto sobre Evaluacién de Proyectos, sobre Algebra Financiera y sobre disciplinas conexas,
ito' enicionian ni @ éste, ni a ningiin otro método para resolver ese importante problema de la Ingenieria
Industrial. ’ ‘
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ABSTRACT
This paper presents a rigorous mathematical method -created by the author- to calculate accurately the
optimal size (or capacity) of an industrial plant while it is beeing planned and evaluated. Text-books on

Proyect Evaluation, Financial Mathematics and connected subjects do not mention this method neither
any othe for solving this important problem in Industrial Engineering.
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estd proyectando y evaluando la decisién de
construirla.

0. INTRODUCCION

Este articulo es un capitulo que hasta hoy nin-
gtin libro sobre evaluacién de proyectos indus- 1.
triales contiene, aunque se trata de uno de los
aspectos mas fundamentales que hay que de-

LA CuesTion peL Tamano OpTiMO

Consideramos la situacién en que estamos pla-

cidir cuando se estd proyectando una f4brica,
un gran centro de distribucién, o uno de mu-
chos otros tipos de instalaciones industriales’.
Se presenta aqui un método matemitico para
determinar el tamafio éptimo econémico de
una planta industrial, a partir de la informa-
cién que es preciso obtener cuando todavia se

neando erigir una planta para producir cemen-
to, alcohol etilico, polietileno, o, en general un
producto X en una fabrica que llamaremos Z.
Si esta tltima se construye demasiado grande,
aspirando a tener grandes ventas, se corre el
riesgo de desperdiciar capital en su construc-
cién e incurrir en altos costos financieros futu-

* Profesor Escuela de Formacion Avanzada de la Universidad Pontificia Bolivariana. Medellin, Colombia. e-mail: mgt@edu.co
! En la bibliografia se dan varios fibros sobre Evaluacién de Proyectos y sobre Matemética Financiera que, como se dice aqui, no tratan

este tema.
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ros, aunque en ella puedan tenerse economias
de escala. Si Z se construye muy pequefia, tra-
tando de economizar capital, se corre el riesgo
futuro de producir con costo unitario (por
ejemplo en délares por tonelada de producto)
elevado y también de perder potencial de ven-
tas.

El tamafo o capacidad de una planta industrial
Z se expresa en la cantidad de producto X que
ella puede producir es un dia de 24 horas, o en
un afo, o en otro periodo de tiempo determi-
nado. En otros casos se expresa por la canti-
dad que puede procesar de alguno de los
insumos fundamentales (p.e. cafia en un inge-
nio azucarero, petréleo crudo en una refineria,
etc.) durante un dia o durante un afio, etc. En
el caso de plantas para elaborar productos que
requieren mucha energia eléctrica (como
ferroaleaciones, oxigeno, carburo de silicio, soda
electrolitica, etc.) la capacidad de Z se expresa
como la potencia eléctrica (en kilovatios o en
caballos de potencia) que va a necesitar. Si lla-
mamos C a la capacidad o tamafio de Z, nues-
tro trabajo aqui consiste en construir un pro-
cedimiento matemadtico para calcular cual es
el valor de C que, por no ser ni demasiado gran-
de ni demasiado pequefia, hara lo mas alta po-
sible la rentabilidad previsible de Z en el lapso
que dure la vida util de la planta.

Es obvio que C no debe ser menor que el ta-
mafo inicial del mercado que se va a atender,
ni mayor que el mercado futuro méximo que
se prevea que Se va a Servir.

2. Economia DE EscALA

Es un hecho de experiencia casi universal en la
Ingenierfa Industrial y en la economia indus-
trial que si tenemos una planta Z que cuesta
10 millones de délares para construirla y pro-
duce 1 000 toneladas diarias de un cierto pro-
ducto X, cuando se la compare con otra planta
Z’ que produzca 2 000 toneladas diarias del
mismo producto, ésta tltima se puede cons-
truir o comprar con menos de 10 millones de
ddlares. Y, en general, en el mercado de plan-
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tas industriales y también en el de grandes
méquinas y en el de bienes de capital, se en-
cuentra empiricamente que

K, >K, pero K,/K,<C,/C,

en donde K| es el costo de una planta Z, de
cierto producto, con cierta tecnologia, que tie-
ne capacidades C ; y K, es el costo de otra plan-
ta Z, mas pequena del mismo producto y la
misma tecnologia, pero con capacidad C, mis
pequena. Este fenémeno empirico y universal
se llama el fenémeno de las economias de es-
cala.

Esta realidad empirica queda expresada en la

Ley de Williams (muy conocida de muchos in-

genieros y economistas industriales), segin la

cual, en el caso de un mismo equipo, o de una

fabrica con una cierta tecnologia, que se en-

cuentra en su mercado en distintos tamafios

C, el costo de una unidad, muy aproximada-

mente, puede expresarse mediante la ecuacién

empirica

K=AC”

Las variables en esta ecuaci6n son:

K: el costo de capital de una fabrica de X, que
tenga tamafio C.

A: Una constante propia del tipo de f4brica (o
de miquina) que es Z

C: El tamafio o capacidad de Z

o : Un namero fraccionario, positivo, menor
que 1 (uno). Para muchisimos tipos de fa-
bricas y de maquinas, el valor de u es muy
cercano al ntimero 2/3 = 0.667. Por esta
razén a la ecuacién (2.01) se le llama con
frecuencia «la ley de los dos tercios». Pero
para otros tipos de estos bienes de capital
puede ser un poco mayor 0 un poco menor.
Por ejemplo, para transformadores eléctri-

cos de potencia, el nimero ¢ es muy cer-
cano a 1/2 = 0.5.

(2.01)

En cada caso, los valores especificos de A y de
o dependen de la naturaleza técnica de Z.
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3. EL TIEMPO FUTURO DE LA PLANTA

El transcurso de la vida 1til de Z comenzari en
una fecha o momento que llamaremos t = 0,
que serd cuando comience a producir y a ven-
der su producto. Cualquier otro momento pos-
terior de la vida productivade Zserdt > 0. La
duracién previsible de la vida 1til de Z Ia lla-
maremos T. En el caso de fibricas industriales,
en Colombia y paises similares, suele estipularse
que T sea 10 afios (en industrias livianas)o de
20 afios (en industrias pesadas o muy intensi-
vas en capital), o mds afios.

Consideremos un breve lapso de tiempo en el

futuro, cuando ya Z esté trabajando, desde el

momento ¢ hasta el momento ¢t + dt, lapso al

cual designamos como (z,dt). Adoptemos, ade-

mas, la siguiente nomenclatura:

 Cantidad del producto X que se va a produ-
cir y a vender durante (t,dt):

P(t)-dt

* Cantidad del insumo fundamental (supo-
niendo que sea uno solo?) que se va a consu-
mir durante (t,dt) para producir a X:

I(t)-dt

Si hay varios insumos muy importantes (como
el coque, el cuarzo y la energia eléctrica para
producir carburo de silicio), se trabajard con

1,(t)-dr

donde j es un nimero ordinal que indica los
distintos insumos, y los I (t) son sus respecti-
vos consumos en (t,dt).

* Valor agregado durante (1,dt)

V(t)-dt =(p-P(t)~gq-I(t))ds

siendo p el precio de venta del producto X y
siendo g el precio de compra del insumo

* Costo del capital K que se invierta en cons-
truir la planta Z, durante el lapso (t,d1):

K-d-dt

en donde d es la tasa anual (0 mensual o diaria)

de depreciacién que sea aplicable a Z. Esta-

mos considerando solamente el capital fijo K y

suponemos que es aportado por el inversionis-

ta, sin recurrir a los bancos®.

* Costo del personal directo que opere la plan-
ta, durante (t,dt):

L-s-dt

siendo L el nimero de operarios y s el salario

promedio (por operario por dia, o por opera-

rio-afio).

* Costo de la renta (cdnon de arrendamiento
o costo de sombra) de la tierra que sea ocu-
pada por la planta, durante (z,d¢):

E-k-dr

en donde E es la extension en metros cuadra-
dos o en hectéreas, y k& es el costo por metro
cuadrado-mes o por hectérea-afio. Suponemos,
como es lo més frecuente en industrias de pro-
cesos y en muchas otras, que la extensién de la
tierra requerida no depende de la capacidad
que tenga la planta Z*.

* Gastos llamados fijos y demads gastos que son
independientes del ritmo de produccién y
del tamafio del proyecto, durante el lapso

(t,dt):
G-dt

* Duracién minima que se planea para la vida
atil del proyecto: T (en afios)

* Vida futura de la planta trabajando a menos
de su capacidad: 7

* Vida futura de la planta trabajando con ca-
pacidad copada: T - 7

» Utilidad comercial que produzca Z durante

2 Como la caia para el azticar, la roca caliza para el cemento, o el trigo para la harina de trigo, o el etileno para el polietileno, o el petréleo
crudo para la gasolina, o el cacao en grano para el chocolate, etc., etc. Cuando los insumos principales son varios, este modelo se puede

generalizar de manera obvia y muy sencilla.

3 Si la compra o la construccién de Z va a ser financiada con créditos o préstamos, al interés x

(100x % anual), en una fraccion f del

valor total de la planta, el factor d se debe sustituir por el factor d + xf.
4 Si, por el contrario, £ dependiese de C, este modelo se puede generalizar estableciendo cuantitativamente Ia relacion funcional E= E(C) y

sustituyéndola en la ecuacion (3.01)
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el lapso futuro (t,dt):
Ul(t)-dt

La utilidad contable por dia (o por otra unidad
de tiempo), va a ser

U=p-P-q-1-d-K-L-s—E-k-G (3.01)
Reunimos [,.s—E-k+ G en un solo término

H=L-s+E-k+G

que es independiente de P, de K, de t y de las
demas variables®. De este modo se escribe

U=p-P-q-1-d-K-H

4. EL VALOR PRESENTE DE FLUJOS DE DINERO
FUTUROS Y LA RENTABILIDAD

En los libros de texto sobre Algebra Financiera
(como varios que aparecen en la bibliografia)
se demuestra que si x(t) es un flujo de dinero
que se va a percibir durante un lapso futuro
(t,dt), el valor presente de esa cantidad es

x(0)-dt =x(t)-e" -dt

siendo r la tasa de capitalizacion en el mercado
financiero que sea accesible. Y si i es la tasa de
gravamen del impuesto sobre la renta, enton-
ces el valor presente de la utilidad que da Z
durante (,dt), es

Ut)-e™ -dr-(1-i)

siendo 7 el costo del capital a largo plazo en el
mercado de dinero.

Por lo tanto el valor presente de las utilidades
que dari la planta durante su vida dtil vale

T
[U@)-em(1-i)-ar (4.01)
0

Asi que la utilidad promedia por afio de vida, y
como proporcién del capital invertido en la
planta, da una rentabilidad contable de

[Ue) e -(-iyar

R(C)=" (4.02)

K-T
Aunque en el mundo financiero e industrial se
usan, ademds de ésta, otras medidas de renta-
bilidad, aqui usaremos ésta porque es la que
corresponde al mejor interés de los accionistas

de Z.

Introduzcamos por comodidad las funciones

N(C) y D(C) definidas como

NC)=[U@)-e -dt D(C)=C®

de modo que

_(1-i)-N(C)
R(C)= T-A-D(C)

5. PLANTA HOLGADA Y PLANTA COPADA

Cuando se proyecta una planta nueva para pro-
ducir un articulo, o un material, o un bien de-
terminado X, se hace porque se sabe que hay
una demanda en el mercado y, mis atin, que
esa demanda ird creciendo de manera conti-

nuada en el futuro. Si denominamos M (¢)- dt

a la cantidad de X que la demanda accesible a
la planta Z que se proyecta, va a requerir du-
rante el lapso (t,dt), entonces se va a tener que

M(0)< M(t)< M(T)

para todo ¢ positivo y anteriora T(0 <t <T)

La capacidad éptima que se busca no debe ser
menor que M(0) porque esto significaria co-
menzar perdiendo mercado accesible desde el
principio y durante toda la vida futura atil.
Tampoco puede ser mayor que M(T) porque
eso significaria trabajar toda la vida

(0 <t < T)con planta subutilizada. O sea que

5 H incluye, en sentido contable, los gastos fijos, los costos laborales, el costo de la tierra, los gastos administrativos, los arrendamientos

que se paguen y otros menores y constantes.
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si C* va a ser la capacidad 6ptima , tendri que
ser:

My =M(0)<C*<M(T) (501)

De este modo, la planta comenzar4 producien-
do por debajo de su capacidad, luego alcanzaréd
su nivel de capacidad y después sigue, hasta el
fin de su vida, trabajando con capacidad copa-
da. La edad de la planta cuando llega a coparse
es 7 . Por lo tanto

M(t) durante el lapso 0 <t <7
P(t)=
C* durante el lapso 71 <t < T

a

1
s "
s

S

s @d? 8¢
- O

oS

e ——

F———Tiempo

6. LA PRIMERA CONDICION DEL TAMANO
OPTIMO

El tamafio éptimo econémico C* serd el que
dé el maximo valor a la rentabilidad R(C), es
decir el que haga

dR(C)/dC =0 (6.01)
y también que
d>R(C)/dC® =0 (6.02)

Podria usarse otra medida de la rentabilidad
para elegir el 6ptimo econémico de la capaci-
dad C. Aqui estudiaremos solo a R(C), como
ya dijimos. ‘

7. LA PRIMERA CONDICION DEL OPTIMO

Segin la ecuacién (4.04) la rentabilidad
promedia anual, acumulada y descontada en
valor presente es

152

(1-i)-N(C)

RE)= A-T-D(C)

Entonces R'(C) = O significa que

D(C)-N'(C)=N(C)-D(C) (7.01)
Pero
D(C)=C*
de donde
D(C)=a-c*!

Ademis N(C) es:

N(C)=_T[U(t)-e‘” -dt =

T T
= JU(t)- e - dt +_[U(t)- e dt
0 T

Recordamos la férmula de Leibniz

a’® e db(A) da(p)
Hﬂi)a»a,x)dx—“£)67¢(A,x)dx+¢(A,b)7—¢(l,a) o (7.02)

Derivando N(C), usando la férmula de Leibniz,
simplificando algebraicamente y sustituyendo
en la férmula (6.03) se obtiene que R'(C)=0

implica que
7(C)
a [UG)-e -di [@u@@ydc)+ (ir)e ™ =™ )](7_03)

Al valor agregado por unidad de producto X
lamémoslo v:

v=(p-P-q-1)/P=p—q(I/P)

Entonces la utilidad U{(t) se puede escribir
Ult)=v-P(t)-d-A-C*-H (7.04)

El valor de t estd dado, como es obvio por la
condicién

M()=C (7.05)
de donde se obtiene que
=M (C)=1(C) (7.06)
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y la utilidad en ese momento valdr

U(t)=vC~A-dC*-H (7.07)

de manera que
dU(x)dC=v-o-A-d-C*"

Sustituyendo en la ecuacién (7.03) y haciendo
algunas simplificaciones se obtiene la ecuacién
general que d4 el tamano éptimo de planta:

7(C)
o b -M@)-a-a-co-nle ar=
0

“f—a-a-ace | () (e —e") (7.08)

Esta ecuacién muestra que la capacidad 6pti-
ma va a depender muy fundamentalmente del
comportamiento de la demanda M(#) durante
el lapso de tiempo de t=0 a t=t, que es cuan-
do la planta va a operar con alguna capacidad
sobrante.

8. DEMANDA PREVISIBLE CON CRECIMIENTO
GEOMETRICO

Una situacién frecuente en la industria es que
la demanda accesible que se estd previendo,
crezca con una tasa porcentual constante y
acumulativa. Eso significa que los estudios del
mercado permiten proyectarlo con la funcién

M@)=M, & (8.01)

en donde ¢ es la tasa de crecimiento
acumulativa de la demanda accesible. La plan-
ta se copara cuando sea t=t, o sea:

M()eCt:C

es decir cuando
7=(1/C)n (C/M ) (8.02)
En este caso el lado izquierdo de la ecuacién

(7.8) se convierte, después de algunas opera-
ciones algebraicas en:

n Facultad de Ingenieria

o ]V'Mo'e" e di-ld-A-C+H1r)1-¢")=
0

=loc-v- Mo fe=r)llicymy) e -1
a-a-cor |-, 0] (8.03)

El lado derecho de la ecuacién (6.11) toma la
expresion

- A-ac™ [yrlm,/c)r - e 804

De manera que la ecuacién (6.11) se convierte
en

lor-v- M fe—nllic/m ) —1]
~la-a-c+H1-(m,/c)y )=
= [V —o-A-d-C*! ](l/r)[(Mo/C)r/c “e_rT]

(8.05).

En esa ecuacién los coeficientes que aparecen
son datos que se obtienen de las siguientes fuen-
tes:
ayA: se obtiene con los constructores de
fabricas o de equipos del tipo de Z;

p, q y v:provienen del mercado del producto
X que se trata de fabricar, y del de sus
materias primas;

M yc: surgen de los estudios y proyecciones

del mercado de X;
r: del estudio del mercado de dinero
d: viene dado por la legislacién comercial,

por la legislacién tributaria o por las
practicas habituales de la contabilidad,

L. del conocimiento de la tecnologia de
Z, que da el nimero de personas que
se requeriran para operar la planta;

s: del régimen de salarios y del mercado
de trabajo de la regién o del pais de
que se trate

E: de la tecnologia de Z, que dictard cudn-
ta tierra se requiere;
k: del mercado de tierras en la regién, que

dictar4 el canon de arrendamiento por
hectarea-afo;

G: de la contabilidad de la empresa Z y
de la organizacién administrativa que
se proyecta darle;
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H =L -s+E-k+G: Resulta de los datos an-
teriores;

T:  de la naturaleza de la planta Z y de las
politicas financieras del empresario, que indi-
caran el horizonte de tiempo que se prevea
como vida 1til minima que se exija de la plan-
ta.

De manera que en la ecuacién (7.05) la tnica
incégnita es C. La ecuacién se puede resolver
por métodos numéricos o con un computador
usando un programa como el de Mat-cad. La
raiz C=C* que se obtenga es tnica, es real
y es positiva®.

9. LA SEGUNDA CONDICION DEL OPTIMO

El valor C=C* del 6ptimo debe cumplir tam-
bién la condicién de que
R"(C)<0 (9.01)
Ya que hemos escrito

R(C)=(1-i)N(C)IT-A-D(C)]

la condicién (9.01) se puede expresar, después
de derivar dos veces y hacer algunas simplifi-
caciones, como

sgn R"(C *)=sgn (D-N"D~N -D")=sgn (- 1)(9.02)

Recordando las definiciones de N:
T
N(C)=[U(e)-e™ -t
0

y de D(C)
D(C)=Ca

derivando dos veces y después de otras simpli-
ficaciones, resulta que

T T
sgn R"(C)=sgn|A -d-C“Je"' -dt —jU(t)- e"dtj} =sgn (-1)
T 0

(9.03)

Esto significa que C* debe satisfacer la des-
igualdad

T T
[ve) §a e -ar=d-a-c’ [ a
0 T

9.04)

El lado izquierdo de esta desigualdad es el va-
lor presente, descontado, de las utilidades fu-
turas en toda la vida dtil de la planta. El lado
derecho significa el valor presente, descontado
a t=0 de las depreciaciones de la planta duran-
te el periodo futuro de trabajo con planta co-
pada. Para que el proyecto sea factible es ne-
cesario, evidentemente que esas utilidades sean
mayores que estas depreciaciones. En conse-
cuencia

R"(C %<0

y el valor C* hace médximo el valor de R(C),
efectivamente.

10. LA RENTABILIDAD OPTIMA

La rentabilidad éptima se calculard como

jU(t)e”" -dt+U(r)}e“" -dt

-9 o
R(C¥)= :
€©9=""7 o

(10.1)

Es prictica universal de los banqueros y de los
industriales la de exigir que esta rentabilidad
sea mayor que el costo del dinero 7 en el mer-
cado financiero.

En aquellas situaciones en que comparan dos
proyectos Z, y Z,, el mas recomendable seri el
que tenga mayor R(C*). Por ejemplo, Z, serd
miés recomendable que Z, si y solo si

R(C*), > R(C*),

s La demostracién matematica de esta afirmacion es importante pero aqui se la omite para no alargar demasiado este documento
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Lo mismo vale cuando se estin comparando
dos tecnologias para un mismo proyecto Z; o
dos sitios de ubicacién del proyecto.
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